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Capitulo 1

Introduccion

Statistics is the grammar of science.

— Karl Pearson

La idea de que un estadistico es aquel a quien se le proporcionan datos para
que los analice no podria estar méas lejos de la realidad. Para que un estu-
dio se lleve a cabo satisfactoriamente un estadistico debe estar involucrado
desde antes de la recoleccién de los datos. Mas atn, el trabajo del estadisti-
co no termina con la conclusién del estudio. La investigacion e innovacién
cientifica no es estatica ni aislada, sino un proceso de autocorrecciéon en
el cual la experiencia previa guia y sugiere el camino a seguir (Box y Liu,
1999).

El disefio de experimentos se refiere a la seleccion de todos los aspectos re-
levantes de un experimento y se realiza antes de la recoleccion de los datos.
Debido a esto el paradigma Bayesiano resulta idéneo, ya que ofrece una
manera de incorporar conocimientos previos al andlisis (Bernardo y Smith),
2000; Gutiérrez-Penay, 2016b; Mendoza y Regueiro, [2011)). Sin embargo, una
de las desventajas de utilizar el enfoque Bayesiano es la latente compleji-
dad computacional (Casella y Georgel |1992; Geman y Geman, 1984)). En el
caso del diseno de experimentos ésta se traduce en la dificultad de evaluar
funciones de pérdida sofisticadas que engloben los objetivos del experimen-
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to, asi como integrales de dimensién sumamente alta (Woods et al., 2017)).

Chaloner y Verdinelli (1995) publicaron un articulo de revisién que ha ser-
vido como punto de referencia para el disefio Bayesiano de experimentos.
Sin embargo durante un tiempo hubo un progreso practico poco sustan-
cial en este respecto, logrando encontrar soluciones solamente a problemas
particulares. No obstante los ultimos anos han visto el surgimiento de al-
goritmos complejos que pretenden atacar estos problemas y mantener una
eficiencia computacional tolerable. Hoy en dia el método de Intercambio
Aproxzimado de Coordenadas (ACE por sus siglas en inglés) de |Overstall
y Woods| (2016|) se postula como la opcién mas efectiva para resolver pro-
blemas de disefio Bayesiano de experimentos, logrando encontrar disefios
6ptimos para una variedad de modelos y con la opcién de personalizar la
funcién de pérdida. Sin embargo su eficiencia depende altamente del ntime-
ro de ensayos y de la funcién de pérdida empleada. Més aun, su implemen-
tacion no es trivial, lo que lo hace poco accesible para el puiiblico en general.

El diseno Bayesiano de experimentos generalmente aprovecha modelos po-
pulares y conocidos, como los modelos lineales generalizados (Nelder y Wed-
derburn, (1972). Estos son de particular interés porque permiten modelar
una gran variedad de fenémenos, pero a la vez han sido estudiados con de-
talle (Gelfand y Goshl 2000; [McCullagh y Nelder, 1983 Myers et al., 2002]).
El método ACE es mas sencillo de implementar si se utiliza en conjunto con
este tipo de modelos, lo que se traduce en un menor costo computacional,

particularmente si se utilizan las funciones de pérdida que éste ya incluye.

Hoy en dia disciplinas como la ingenieria, la medicina, y las ciencias socia-
les realizan experimentos estadisticamente diseniados (Fisher} |1935; [Woods
et al., 2006). Por lo tanto avances en la literatura sobre disenio experimental
se traducen en una mayor variedad de disenos al alcance de més investigado-
res, incrementando la validez y reproducibilidad de los estudios cientificos.
Es por ello que impulsar la investigacion sobre diseno de experimentos es
imperativo, mas aun considerando que siguen existiendo multiplicidad de
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complicaciones précticas que restringen las opciones disponibles al disenar
un experimento.

El propdsito de esta tesis es doble. Por un lado se desarrollaran los ele-
mentos tedricos detras del disefio Bayesiano de experimentos. Esto es im-
portante porque la gran mayoria de la literatura al respecto supone que el
lector tiene conocimientos avanzados sobre diseno experimental y Estadisti-
ca Bayesiana. Por lo mismo es dificil encontrar fuentes que contengan una
revisién razonablemente completa del tema en cuestion. Mas aun, se su-
pondra que el propésito ultimo es modelar la relacién entre algunas de las
covariables del experimento y la variable respuesta mediante un modelo
lineal generalizado.

Por otro lado se implementara el método ACE para resolver desde un en-
foque Bayesiano dos problemas de disefio experimental, con el objetivo de
constatar la eficacia de dicho algoritmo. En particular se replicaran dos de
los resultados de Woods et al.| (2017), los cuales suponen que la relacién
entre las covariables y la respuesta se describe mediante un modelo lineal
generalizado. En ambos ejemplos se emplearan tanto las distribuciones ini-
ciales propuestas por los autores como distribuciones diferentes, y ademas
en el segundo experimento se utilizard también una funcién de pérdida
distinta.

1.1. Estructura de la tesis

En el Capitulo [2] se plantean los fundamentos de la Teorfa de la Decisién
que dan lugar a la Estadistica Bayesiana. Para ello se discuten las limita-
ciones del enfoque cléasico o frecuentista, se habla de problemas de decisién,
y se discute su solucién. Ademads se habla de la importancia del Teorema de
Bayes, asi como de la Estadistica Bayesiana en la practica. También se dis-
cute la complejidad computacional inherente al cédlculo de la distribucién
final, y en el Apéndice [A]se muestran algunos de los métodos computacio-
nales mas populares para sobrepasar dicha dificultad.
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En el Capitulo[3]se derivan los modelos lineales generalizados desde la pers-
pectiva de componentes sistematica y aleatoria. Se hace particular énfasis
en los modelos de regresion lineal, logistica, y Poisson, los cuales se estu-
dian a detalle en el mismo capitulo. Se discute también la estimacion de los
parametros desde la perspectiva Bayesiana, particularmente para el caso
de regresion lineal.

En el Capitulo (4| se formula el problema de encontrar un diseno 6ptimo co-
mo uno de decisién utilizando las herramientas del Capitulo[2] Asi pues, se
deduce la solucion genérica de cualquier problema de diseno experimental
y se mencionan las dificultades practicas de encontrar dicha solucién. Tam-
bién se discute sobre la importancia de la funcién de pérdida o utilidad,
ademads de que se revisan las elecciones mas populares en la literatura. Fi-
nalmente se revisa con detalle el método ACE de|Overstall y Woods (2016)).

En el Capitulo [5| se reproducen dos ejemplos de diseno Bayesiano de ex-
perimentos para modelos lineales generalizados tomados de [Woods et al.
(2017). El primero supone un modelo de regresién logistica y el segundo
uno de regresiéon Poisson. Se utilizaran funciones iniciales para los pardme-
tros diferentes a las propuestas por los autores para resaltar la importancia
de éstas, y ademds para el segundo caso se utilizard una funcién de pérdida

diferente también. El cédigo utilizado para este capitulo se incluye en el
Apéndice [C]

En el Capitulo [6] se da un resumen global de la tesis y se discuten los
principales hallazgos, particularmente los referentes al Capitulo [l Ademas
se comentan las principales dificultades de la implementacién del método
ACE, asi como sugerencias para posibles investigaciones futuras.



Capitulo 2

Teoria de la Decision y
Estadistica Bayesiana

Bayesian Statistics offers a rationalist theory of personalistic
beliefs in contexts of uncertainty, with the central aim of
characterising how an individual should act in order to avoid
certain kinds of undesirable behavioural inconsistencies.

— Bernardo y Smith, Bayesian Theory (2000)

Aunque no se ha llegado a un consenso sobre una definicién general de la
Estadistica, para propdsitos de esta tesis ésta se definird como un conjun-
to de técnicas cuyo proposito es describir fendmenos que se manifiestan
a través de datos que presentan variabilidad (Mendoza y Regueiro, 2011)).
Esta definicién resalta el &mbito de estudio (datos que presentan variabili-
dad) y el propésito (describir) de la Estadistica.

Si bien el razonamiento y estudio de la Estadistica se remonta al Siglo
XVHE] no fue sino hasta el Siglo XX que ésta se formalizé (o, quizds mejor
dicho, se “matematiz6”) gracias a las contribuciones de varios personajes,

!Siglo en el que se comenzé a desarrollar la Teorfa de la Probabilidad. La Estadistica
contemporanea no se desarrolld sino hasta el Siglo XIX.



6 CAPITULO 2. ESTADISTICA BAYESIANA

entre los cuales destacan Karl Pearson (1857-1936), Ronald Fisher (1890-
1962) y Jerzy Neyman (1894-1981), entre muchos otros. Fue en estos afos
cuando los académicos de la época decidieron tratar de encontrar solucio-
nes que tuvieran fundamentos matemaéaticos sélidos a los problemas que
comunmente se enfrentaban en la Estadistica. El resultado de esta hazana
es lo que hoy se conoce como Estadistica Matemadatica; ésta surge como una
serie de métodos o procedimientos que permiten resolver problemas como
el de estimacién puntual, estimacién por regiones, prondsticos puntuales y
por regiones, y contraste de hipétesis. A pesar de que la Estadistica Ma-
temética resulté ser (y sigue siendo) sumamente ttil, algunos problemas
comenzaron a surgir en los siguientes anos; principalmente:

1. La Estadistica Matematica no es una teoria, entendida en el senti-
do axiomatico. No hay una serie de postulados de donde se puedan
deducir simultdneamente todos los métodos que la conforman

2. Como consecuencia de 1. pueden existir inconsistencias entre méto-
dos. Algunas soluciones a un problema pueden no tener sentido, o
incluso pueden contradecir otras soluciones.

En anos posteriores al desarrollo de la Estadistica Matematica algunos
estadisticos de la época trataron de solucionar estos problemas. Hay dos
vertientes generales que logran este objetivo y desembocan en la Estadistica
Bayesiana: los teoremas de representaciéon de Bruno de Finetti y la Teoria
de la Decisién. En esta tesis se abordard la vertiente de la Teoria de la Deci-
sién. El problema de disenio de experimentos (que se discute en el Capitulo
4)) se trata también desde esta perspectiva.

El propdsito de este capitulo es explicar los fundamentos de la Teoria de la
Decision y de la Teoria de la Inferencia Bayesiana necesarios para producir
inferencia en el caso de los modelos lineales generalizados y para tratar
el diseno de experimentos. Cabe mencionar que este capitulo no pretende

2Esto contrasta fuertemente con la Teorfa de la Probabilidad, que tiene como postu-
lados a los axiomas de [Kolmogorov| (1954]).
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desarrollar de manera profunda la Teoria de la Decisién; tampoco tiene
como objetivo deducir la relacién entre ésta y la Estadistica Bayesiana
mas alld de lo necesario para su aplicacién en capitulos subsecuentes. Si
el lector esta interesado en estos temas se le invita a consultar la biblio-
graffa recomendada; en particular, ver (Bernardo y Smith, [2000; Mendoza
y Gutiérrez-Pena, 2010; Mendoza y Regueirol, 2011]).

2.1. Problemas de decision

Para el ser humano siempre ha sido de interés estudiar el proceso de toma
de decisiones. Como Mendoza y Gutiérrez-Penal (2010) mencionan, en la
literatura generalmente hay dos formas de abordar este tema: una descrip-
tiva y una normativa. La descriptiva pretende explicar como los agentes
verdaderamente toman decisiones, y la normativa explica como deberian
tomarlas para satisfacer algin o algunos criterios previamente estableci-
dos. Esta tesis se centrard en una Teoria de la Decisién normativa.

Un problema de decision se refiere a la situacién en la que un tomador de
decisiones debe seleccionar una, y solo una, opcién de un conjunto de posi-
bles decisiones, . Desde luego que esta decisiéon debe ser éptima en algin
sentido. En particular las decisiones deben estar relacionadas con sus res-
pectivas consecuencias, y es con éstas que la optimalidad de la decisién debe
ser juzgada. De hecho debe existir una relaciéon de orden > en el conjunto de
consecuencias, C, que permita determinar cudl de éstas es méds preferible.
La terna (D, C, ) se conoce como problema de decision con certeza cuando
a cada decision en D se le asocia, sin incertidumbre, una consecuencia en
C. Sin embargo, en la practica cuando una decisién ha sido seleccionada
generalmente hay una serie de consecuencias que pueden ocurrir; mas ain,
no hay certeza sobre cudl consecuencia ocurrird. Asi pues a cada decisién
se le asocia también un conjunto de eventos inciertos relevantes, cada uno
de los cuales estd a su vez asociado con una consecuencia. Aqui ya estamos
hablando de un problema de decision en ambiente de incertidumbre, cuya
definicién se enuncia a continuacion para futura referencia.
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Definicién 2.1.1 (Problema de Decisién). Un problema de decisién en
ambiente de incertidumbre es una cuarteta (D, E,C, >), donde:

1. D ={dy,ds,...,d} es el conjunto de posibles decisiones.

2. E es el conjunto de eventos inciertos relevantes, de tal forma que
a cada decision d; le corresponde un conjunto de eventos inciertos
relevantes E; = {E;1, Ejg, ..., Ein,} C E, donde Ej; N E;j = () para
i#J

3. C es el conjunto de consecuencias, de tal forma que a cada evento
incierto relevante £;; le corresponda univocamente una consecuencia
Cij € C.

4. > es una relacién de orden en C que determina, dadas dos consecuen-
cias, cudl es mas preferible (o si son igualmente preferibles) para el
tomador de decisiones.

Los eventos inciertos relevantes deben considerar todas las consecuencias,

de manera que, para cualquier 1,
UEs =9,
J

donde €2 es el evento seguroﬂ En otras palabras, E; es una particién del
evento seguro. En lo que resta de este capitulo siempre se pensard en un
problema de decisién genérico como el recién definido.

Una manera grafica de representar un problema de decisién es mediante un
drbol de decision. Dado un problema de decisién (D, E, C, ) cualquiera, su
arbol de decisién asociado es el siguiente:

3El] evento seguro es aquel que ocurre con probabilidad 1, y se refiere al hecho de
que los eventos inciertos relevantes asociados a una decision deben considerar todas las
posibilidades a ocurrir.
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Eij
W Cij c (Cz

Figura 2.1: Arbol de decisién para un problema de decisién genérico como
el de la Definicién 2.1.1]

El nodo inicial es un cuadrado, lo que denota un nodo de decision. El
tomador de decisiones selecciona la opcién d; del conjunto de opciones. Sin
embargo esta decisién tiene asociados los eventos inciertos relevantes en
;. En el diagrama esto se denota mediante un nodo circular llamado nodo
de incertidumbre. Cada evento incierto relevante a su vez tiene asociada
una consecuencia, la cual se encuentra al final del arbol de decisién. En
resumen, el tomador de decisiones toma una decision que se enfrenta a una
incertidumbre y que deriva en una cierta consecuencia.

2.2. Axiomas de coherencia

El nucleo de la inferencia Bayesiana recae en los llamados axiomas de cohe-
rencia, pues son los postulados béasicos de la Teoria de la Decisién. Estos se
enunciaran de forma andloga a como lo hacen Mendoza y Regueiro (2011,
Capitulo 3.1), aunque se recomienda revisar dicho reporte técnico, asi como
Bernardo y Smith| (2000, Capitulo 2.3), para una discusién més detallada.

1. Comparabilidad. Dados cualesquiera d;,d; € D, debe ocurrir una,
y solo una, de las siguientes:

» d; > dj (d; es més preferido que d;).
= d;j > d; (d; es més preferido que d;).

» d; ~d; (d; y d; son igualmente preferidos).

Ademas, existen c,,c* € C tales que ¢, = ¢ < ¢* para todo ¢ € C.
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2. Transitividad. Dados d;,d;,d;, € D, si d; = d; y d; = dj, entonces
debe ocurrir que d; > dj. Analogamente, si d; ~ d; y dj ~ dj, entonces
necesariamente d; ~ dy.

3. Sustituibilidad. Si d;, d; € D son opciones y A es un evento incierto
tal que d; > d; si ocurre A y d; = d; si ocurre A¢, entonces d; > d;.
Andlogamente, si d; ~ dj cuando ocurre A y también cuando ocurre
A° entoces d; ~ d;.

4. Eventos de referencia. Independientemente de los eventos inciertos
relevantes, el tomador de decisiones puede imaginar un procedimiento
para generar puntos en el cuadrado unitario I de manera que, para
cualesquiera dos regiones Ry, Ry € I, el evento A1 = {z € Ry} es
mas creible que el evento Ay = {z € Ry} si, y solo si, Area(Rl) >
Area(Rs).

Los primeros dos axiomas simplemente proveen de estructura a los conjun-
tos de consecuencias y opciones, mientras que el tercero define una forma
precisa de coherencia en la toma de decisiones. El cuarto axioma, aunque
puede parecer extrano a primera impresion, simplemente dice que el toma-
dor de decisiones en cuestién puede concebir la idea de una distribucién
uniforme en el cuadrado unitario de R2, la cual no est4 relacionada con los

eventos inciertos relevantes.

Estos axiomas, o versiones similares, se han presentado en la literatura en
distintas formas. La versién que aqui se presenta tiene como antecedente el
libro de Leonard Jimmie Savage| (1954). En cualquier caso, estos principios
son los que garantizan que la Estadistica Bayesiana tenga caracter de teoria,
a diferencia de la Estadistica Matematica. Los resultados que se discuten
en lo que resta del capitulo pueden deducirse enteramente a partir de los
axiomas de coherencia. Sin embargo, ya que esto rebasa el propédsito de esta
tesis, se recomienda al lector interesado revisar la bibliografia recomendada
si desea ver los detalles de esas demostraciones.
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2.3. Probabilidad y utilidad

Un tema que es de suma importancia y que aparece de manera natural en
el enfoque Bayesiano es el de la probabilidad. En la vertiente Bayesiana
la probabilidad tiene una interpretacién subjetiva: cualquier evento sobre
el que existe incertidumbre es sujeto a que se le asigne una probabilidad;
ademas, ésta es personal y depende de la informacién disponible para quien
la asigne. Los axiomas de coherencia ofrecen una manera objetiva de de-
terminar la probabilidad que un agente atribuye a algin evento incierto.
Algo que se puede demostrar es que los axiomas de Kolmogorov (1954)
son consecuencia directa de la definicién de probabilidad de Teoria de la
Decisién. De esta manera, todos los resultados de la Teoria de la Probabili-
dad se pueden (y se deben) utilizar en el &mbito de la Teoria de la Decisién.

La idea natural es asignar una probabilidad de ocurrencia a cada uno de
los eventos inciertos relevantes. Esto es, dado un problema de decisiéon
(D,E,C, ), el tomador de decisiones debe asignar una distribucién de
probabilidades p(-) sobre cada E;. Por lo dicho anteriormente, p resulta ser
una distribucién en el sentido habitual de la Teoria de la Probabilidad.

Otro elemento importante en el enfoque Bayesiano es el de utilidad. Las
consecuencias son un elemento fundamental en la solucién de un problema
de decision; sin embargo la trascendencia especifica de cada consecuencia
solo se registra a través del beneficio que le produce al tomador de decisio-
nes. De los axiomas se sigue que es posible y necesario definir una funcién
u @ C — R que asigna, a cada consecuencia, una utilidad numérica. De
esta forma comparar consecuencias se reduce a comparar nimeros reales.
A veces es comun escribir u(d, E), con d € D y E € E. También es posible
(y a veces intuitivamente mas sencillo) trabajar con funciones de pérdida,
es decir, funciones que cuantifiquen el perjuicio que cada consecuencia pro-
duce al tomador de decisiones.

Es sencillo incorporar la probabilidad y la utilidad en los arboles de deci-
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sién, y el drbol [2.1] revisado previamente tomarfa la siguiente forma:

E
D/QW» ¢+ u(c) =u(d, E)

Figura 2.2: Arbol de decisién para un problema de decisién genérico incor-
porando la probabilidad y la utilidad.

No estd de mas insistir en que la utilidad, al igual que la probabilidad,
se puede definir formalmente en el contexto de la Teoria de la Decisién.
Adems4s, si bien la utilidad que un tomador de decisiones asigna a cada
consecuencia es subjetiva, la Teoria de la Decisiéon también ofrecen una
manera de medir dicha utilidad. Estos dos conceptos se juntan para dar
lugar a un tercer concepto que aparece de forma natural en el enfoque
Bayesiano: el de utilidad esperada, el cual se define a continuacién.

Definicién 2.3.1 (Utilidad esperada). La utilidad esperada de una deci-
sién d; € D se define como

E [u(d;)] = Y u(di, E)P(E), (2.1)

E€E;

donde P(E) denota la probabilidad que el tomador de decisiones asigna al
evento incierto relevante E.

Esta definicion se puede generalizar si el espacio de eventos inciertos rele-
vantes es no numerable simplemente cambiando la suma por una integral.
Ademas, la definicién también es valida para funciones de pérdida en vez
de utilidad (y se llama pérdida esperada).

Con estos elementos es posible caracterizar la soluciéon de cualquier proble-
ma de decisién. Como (Bernardo y Smith, 2000, Capitulo 2.5) demuestran,
los axiomas de coherencia implican que la solucién de un problema de
decisién es aquella decisién que maximice la utilidad esperada. En otras
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palabras, si (D, E, C, >) es un problema de decisién con funcién de utilidad
u, entonces la solucién d* es tal que
d* = argmaxE [u(d)] . (2.2)
deD
Si en el problema se esta trabajando con una funcién de pérdida, entonces
se debe minimizar la pérdida esperada.

2.4. El Teorema de Bayes

Hasta ahora se ha discutido como resolver problemas de decisién genéri-
cos. Sin embargo es claro que dicha solucién depende de la informacién (o
incertidumbre) que el tomador de decisiones tiene. Luego, la solucién es
en realidad estatica y se refiere a un punto especifico en el tiempo. Pero,
citando a Dennis Lindley| (2006), “uncertainty is a personal matter; it is
not the uncertainty but your uncertainty.” ;Qué pasa si el tomador de de-
cisiones obtiene nueva informacién, en forma de datos por ejemplo? En esta
seccién se enunciara el Teorema de Bayes, que es el mecanismo que permite
incorporar informacion adicional al analisis. La demostracién del Teorema
de Bayes se obviara, ya que es una consecuencia sencilla de los axiomas de
Kolmogorov (y, por lo discutido en la seccién anterior, lo es también de la
definicién de probabilidad en Teorfa de la Decisién), y se puede encontrar
en cualquier libro introductorio a Teoria de la Probabilidad (por ejemplo
Ross, 2012).

Teorema 2.4.1 (de Bayes). Sean E y F' eventos inciertos tales que P(F') > 0.

FEntonces
P(F|E)P(E)

P(F)

Pensando en un problema de decisién, F' toma el lugar de la nueva infor-

P(E|F) = (2.3)

macion y E € E; serd un evento incierto relevante para alguna decision.
En particular, como E; forma una particion del evento seguro, podemos
utilizar el teorema de probabilidad total para escribir (2.3) como
_ P(F|Ey)P(Ey)
P(E;; | F) = :
>k P(F| Eig) P(Eir)
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Finalmente note que el denominador de la expresion anterior, cuando se
considera como funcién de E;;, no es mas que una constante de norma-
lizacién: no depende de E;;. Es por ello que el Teorema de Bayes, en el
contexto de la Estadistica Bayesiana, generalmente se escribe

P(Eij | F) o< P(F | Eij) P(Ejj), (2.4)
donde o< se lee “es proporcional a”.

La interpretacion de la expresion es interesante. P(E;; | F) describe
la probabilidad de los eventos inciertos relevantes después de haber obser-
vado la nueva informacién F, por lo que se conoce como distribucion final
o a posteriori de Fjj, y es proporcional al producto de dos factores. Uno
de ellos, P(E;j), es la distribucién de probabilidad que describe la incerti-
dumbre sobre los eventos inciertos antes de observar la nueva informacién,
conocido como la distribucion inicial o a priori de E;j. El otro, P(F | Eyj),
describe la probabilidad de haber observado la nueva informacion, dado
el evento incierto relevante E;;. Este factor se conoce como verosimilitud,
ya que coincide con la funcién de verosimilitud encontrada en la literatu-
ra estadistica. Note que es necesario conocer la forma de la verosimilitud,
P(F| E;;). De no ser asi es imposible actualizar la incertidumbre que se
tiene sobre los eventos inciertos relevantes via el Teorema de Bayes. Esto
tiene sentido si se piensa que el proposito de obtener nueva informacién
es disminuir la incertidumbre. Luego, la informacion adicional debe estar
relacionada con la fuente de la incertidumbre del problema de decision, que
son precisamente los eventos inciertos relevantes y, ademds, se debe conocer
esta relacion.

El Teorema de Bayes resulta ser entonces de importancia practica en la
Estadistica Bayesiana. Se puede deducir de los axiomas de coherencia (ya
que estos implican los axiomas de Kolmogorov), y es la forma de actualizar
las probabilidades de los eventos inciertos relevantes que el tomador de
decisiones asigné inicialmente a la luz de nueva informacién.
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2.5. Estadistica Bayesiana en la practica

Hasta ahora se ha discutido el fundamento que proporciona a la Estadistica
Bayesiana el caracter de teoria axiomatica, la Teoria de la Decisién, asi co-
mo el mecanismo éptimo para incorporar informacién adicional al analisis.
FEn esta seccion se discutird, brevemente, como se aplica esto en problemas
de inferencia estadistica simples. En particular, se discutiran problemas de
inferencia paramétrica.

Como se discutié en la seccién anterior, lo tinico necesario para resolver
un problema de decisién es maximizar la utilidad esperada. Es entonces
necesario definir las posibles opciones, los eventos inciertos relevantes con
su distribucién de probabilidades respectiva y las consecuencias con su res-
pectiva funcién de utilidad o pérdida. En la practica una decision se refiere
a la descripcién del fendémeno que se desea utilizar. Por ejemplo, una deci-
sién puede ser el valor del parametro que se desea utilizar como estimador
puntual; o los extremos de un intervalo si se desea realizar estimacién por
intervalos; también puede ser la accién de aceptar o rechazar una hipdtesis
nula en el contexto de contraste de hipdtesis.

Los eventos inciertos relevantes generalmente son los posibles valores del
parametro. De esta forma la distribucion de probabilidades se debe asignar
sobre los valores del parametro. Esto contrasta fuertemente con la vertiente
frecuentista que, si bien reconoce la incertidumbre sobre los parametros,
no admite la idea de cuantificar dicha incertidumbre via una distribucién
de probabilidades.

Finalmente la funcién de utilidad o pérdida generalmente mide la calidad de
la decisién. Si, por ejemplo, para estimacion puntual consideramos una fun-
cién de pérdida, una posibilidad podria ser la desviacién absoluta del valor
que se elige como estimacién con respecto al verdadero valor del parametro.

Con estos elementos ya es posible resolver el problema. Sin embargo, hay
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un tema importante que se ha obviado hasta el momento: la muestra. La
definicién de Estadistica enunciada al inicio de este capitulo resalta que la
Estadistica tiene como objetivo describir fenémenos que se manifiestan a
través de datos. Empero, no se ha hablado del papel que los datos juegan
en el paradigma Bayesiano. Supongamos entonces que se tiene una muestra
de estos datos. Esta, que debe provenir de algin modelo de muestreo cono-
cido, modifica la distribucién de probabilidades que se asigné inicialmente
sobre los valores del pardametro, via el Teorema de Bayes. Es por ello que
usualmente se habla de la distribucién inicial o a priori, y la distribucién
final o a posteriori. Asi pues, la solucién al problema se encuentra maxi-
mizando la utilidad esperada posterior, es decir, aquella que se calcula con
respecto a la distribucion final.

Lo anterior se puede resumir en lo que |Gutiérrez-Penal (2016b) denomina
el proceso de aprendizaje Bayesiano, que consta de cuatro pasos:

1. Especificacién de un modelo de muestreo o verosimilitud, p(x | #).
2. Especificacién de una distribucién inicial, p(0).

3. Calculo de la distribucién final, p(é|z1,...,x,), via el Teorema de
Bayes.

4. Resolucién del problema de decisién con la distribucion final.

Este es el procedimiento Bayesiano por excelencia. Todos los problemas de
inferencia se resuelven, en mayor o menor medida, de esta forma. No hay
que olvidar que este proceso de aprendizaje tiene como fundamento a la
Teoria de la Decisién. Los distintos valores del pardmetro son los eventos
inciertos y la funcion de utilidad o pérdida es la que determina el tipo de
solucion que se tiene. Por ejemplo, en el problema de estimaciéon puntual
una funcién de pérdida cuadratica deriva en el valor esperado de la distri-
bucién final como soluciéon. En la préactica se calcula la distribucién final
independientemente del tipo especifico de inferencia que se busque produ-
cir, ya que ésta contiene toda la informacion sobre los eventos inciertos. De
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hecho, ademaés de contribuir a la solucién del problema de decisién especifi-
co, con ella se pueden calcular resimenes para comprender la informacién
que contiene, como su media, mediana, moda, quintiles, o intervalos de

probabilidad.

Otro tema relevante es el de la especificacién de la distribucién inicial. Si
bien en muchos casos la persona que realiza el estudio tiene relativamente
claros los conocimientos iniciales [ en muchos otros casos o bien no se tienen
conocimientos iniciales, o bien estos se quieren omitir deliberadamente "] En
esta situacion es de interés utilizar alguna distribucion inicial cuyo impacto
en el andlisis sea minimo. Aqui aparece el concepto de distribuciones inicia-
les minimo informativas, a veces también llamadas de referencia. Mendoza
y Regueiro (2011, Capitulo 6.4) discuten algunos de los métodos més popu-
lares para obtener este tipo de distribuciones, de entre los cuales destaca el
método de Jeffreys. Este asigna como distribucién inicial para el pardmetro
la raiz cuadrada del determinante de la matriz de informacién de Fisher,
la cual se estudiard en el siguiente capitulo con mayor detalle.

Finalmente es importante comentar que, si bien en principio el proceso de
aprendizaje Bayesiano es sencillo, en la practica calcular la distribucién
final puede no serlo. Existe toda un drea de investigacion que se dedica a
disenar métodos eficientes para realizar este cdlculo, la mayoria de los cuales
se desarrollaron a principios de los 90 y pertenecen a la familia conocida
como Markov chain Monte Carlo (MCMC) methods. Para una discusién
histérica sobre el primero de estos algoritmos (el de Metropolis-Hastings)
se recomienda revisar (Hitchcockl [2003)); para una deduccién més formal
del algoritmo, asi como de otros métodos populares (e.g. el muestreo de
Gibbs) se recomiendan (Chib y Greenberg, 1995} |Gutiérrez-Penal 2016¢).

4Por ejemplo, si ya se habia hecho un estudio similar es posible incorporar los resul-
tados en la distribucién inicial.

®Usualmente esto ocurre cuando el investigador o investigadora en cuestién desea
realizar el andlisis desde una postura neutral, como es el caso de los conteos rapidos en
Meéxico.
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Ademas, en el Apéndice [A] se discuten con mayor detalle algunos de estos
métodos.



Capitulo 3

Modelos lineales
generalizados

Thus the problem of looking intelligently at data demands the
formulation of patterns that are thought capable of describing
succinctly not only the systematic variation in the data under
study, but also for describing patterns in similar data that might
be collected by another investigator at another time and in
another place.

— McCullagh y Nelder, Generalized Linear Models (1983)

Una de las familias de modelos de mayor importancia en la Estadistica
es la de los modelos lineales. El andlisis de regresién lineal es ttil porque
permite modelar la variable de interés (o respuesta) como funcién lineal
de una o mas variables independientes (o covariables). Ademds, la teoria
matematica y estadistica detras de los modelos lineales es elegante y ha
sido muy estudiada.

El anédlisis de regresion se remonta al Siglo XIX, cuando Carl Friedrich
Gauss y Adrien-Marie Legendre desarrollaron y aplicaron un primer méto-
do para datos astrondmicos. Sus datos generalmente eran mediciones de
cantidades continuas, como posiciones y magnitudes de diversos astros. La

19
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variabilidad existente en dichos datos se derivaba de errores de medicion,
y fue por ello que Gauss introdujo la distribucién Normal para describir el
comportamiento de dichos errores. Cabe resaltar que Gauss noté que mu-
chas de las propiedades de los estimadores del modelo de regresién lineal
no dependen de la normalidad de los errores, sino de su independencia y
homocedasticidad, resultado que hoy lleva su nombre.

Comunmente, cuando se trabaja con datos, se busca algun patrén que los
describa. Esta es la componente sistemética del andlisis, y generalmente
enfrenta a una variabilidad en los datos que en mayor o menor medida
dificulta la percepcién del patron. Esta dltima es la componente aleatoria.
Todos los modelos estudian ambas componentes, otorgando un resumen de
los datos en sus componentes sistematicas y un anélisis de la componente
aleatoria. En principio uno podria pensar que un buen modelo es simple-
mente aquel cuya prediccion tiene el menor error posible. Se puede pensar
en incluir un nimero muy alto de pardmetros en nuestro modelo, lo que
generalmente mejoraria cada vez mas la calidad de la prediccién en el con-
junto de las observaciones; sin embargo, un modelo tal no garantiza que
los prondsticos para datos no observados sean correctos. No obstante, ello
aumentaria la complejidad del analisis, por lo que la simplicidad del mode-
lo, entendida como parsimonia, es también algo importante a considerar.
Es por ello que la idea clasica de un modelo lineal es atractiva: permite
modelar una variable respuesta (que siga una distribucién Normal) como
funcidn lineal de una serie de covariables.

En la practica, sin embargo, muchas veces no ocurre que el comportamiento
de la variable respuesta se describa adecuadamente mediante una distribu-
cién Normal, bien por las caracteristicas de ésta (si tiene algin sesgo o es
solo positiva, e.g.) o bien porque incluso puede ni siquiera ser continua.
Los modelos lineales generalizados, introducidos por [Nelder y Wedderburn
(1972), permiten hacer anélisis andlogos a los de los modelos lineales clasi-
cos, pero sin presuponer normalidad en la variable respuesta: basta que



3.1. PLANTEAMIENTO 21
ésta pertenezca a la familia exponencial de distribuciones[]

El propésito de este capitulo es sentar las bases de los modelos lineales
generalizados, de manera que en el siguiente capitulo se pueda ahondar en
el diseno experimental con énfasis en dichos modelos. Por la naturaleza de
la tesis, el andlisis se hara desde un punto de vista Bayesiano, utilizando
la notacion e ideas introducidas en el capitulo anterior. Para este efecto se
seguiran de cerca las notas de |Gutiérrez-Pena| (2016a) y [Nieto (2017) asi
como los libros de modelos lineales generalizados de |Gelfand y Gosh! (2000)
y de McCullagh y Nelder| (1983).

3.1. Planteamiento

En el contexto de los modelos lineales, supondremos que se tiene una va-
riable respuesta de interés Y con media p y un conjunto de p covariables
o regresores x. La componente sistemdatica del andlisis corresponde a la
descripcién de p en términos de una cantidad pequena de pardametros des-
conocidos By, ..., Bp. El primer paso es pensar en p como funcién de z, es
decir,

E[Y |z] = p(z).

Aqui, p(-) es una funcién desconocida, por lo que el siguiente paso es pre-
guntarse por su naturaleza. La manera més general de hacer esto es apro-
ximarla mediante una funcién paramétrica conocida v tal que

donde B = (6o, 1, -+ 5p)T es el vector de pardmetros desconocidos previa-
mente mencionados. Aqui es donde entra la linealidad, pues por facilidad
se supone que existe una funcién conocida h tal que

Y(x; B) =h(Bo+ Pisi(z) + - + Bpsp(z)) (3.1)

!También existe otra sutil generalizacién que se discutird més adelante.
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donde las funciones s1, ..., s, se suponen suaves y conocidas. Recapitulando,
lo que se esta planteando es el modelo

E[Y |z] =h(Bo+ Bisi(x) + -+ Bpsp(x)) . (3.2)

Ahora bien, podemos pensar que tenemos un vector de observaciones

y = (y1,...,yn)T, el cual es una realizacién de Y = (Y7, ..., Y,,)T, donde las
variables aleatorias que forman a Y son independientes y tienen media y;,
1=1,...,n. En ese caso podemos escribir la componente sistematica como

E [Yi|ai] = pi = h (Bo + Brsi(@i) + - + Bpsp(i))

para cada ¢ = 1, ...,n. Aqui, x; se refiere a los valores observados de las co-
variables para la i-ésima observacion. En la literatura se define el predictor
lineal n; como

ni = Bo + Brsi(xi) + -+ Bpsp(xi).
La componente sistematica se resume en el predictor lineal, el cual es pro-
ducido directamente por las covariables.

La componente aleatoria tiene como objetivo describir el comportamiento
de la incertidumbre que naturalmente entra al andlisis al trabajar con va-
riables aleatorias. En el caso de modelos lineales generalizados, se supone
que las variables respuesta son independientes, lo cual se debe corroborar
tanto como sea posible con los datos. Otro supuesto es que ademds siguen
una distribucién perteneciente a la familia exponencial, la cual definimos a
continuacién 2

Definicién 3.1.1 (Familia exponencial). La variable aleatoria Y pertenece
a la familia exponencial de distribuciones si su funcién de probabilidad
generalizadalﬂ fy se puede escribir como

Fr(y]0.9) = exp {y‘)‘((;’)(”

2Aunque la definicién puede variar ligeramente segin la fuente, para propésitos de

el

esta tesis se seguird la definicién utilizada por (McCullagh y Nelder} (1983, Capitulo
2.2.2).
3Funcién de densidad si Y es continua, funcién masa de probabilidad si es discreta.
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para funciones mondtonas conocidas a(-),b(-) y ¢(-). A 6 se le conoce como
parametro canénico y a ¢ como parametro de dispersion, ya que tiende a
estar relacionado con la variabilidad del modelo.

Generalmente a(¢) es de la forma

, (3.3)

donde w es un peso conocido que puede depender del tamano de muestra.
Como ejemplo, en el caso de una coleccién de n variables aleatorias inde-
pendientes e idénticamente distribuidas N (u, 02), la media muestral Y es
una variable aleatoria Normal también y

con ¢ = o2. Por simplicidad se supondré que a(¢) tiene la forma (3.3) y es
siempre conocido, lo cual es valido para las distribuciones consideradas en
esta tesis.

Ademas es posible mostrar que
E[Y] = u(0) = /(0), (3.4)

Y que
Var(Y) = "(0)a(¢) = 1/ (8)a(¢) ] (3.5)

donde la diferenciacién se toma con respecto a 6. Es interesante que la
varianza de Y es el producto de dos funciones: b”(6), que solo depende del
pardmetro candnico y comunmente se llama funcion de varianza, y a(¢),
que solamente depende de ¢ y no de 6.

“Generalmente existe una relacién funcional entre p y 6, la cual da lugar a la liga
canénica mencionada mas adelante.
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3.2. Funciones liga

Las componentes sistematica y aleatoria se relacionan mediante una
funcion liga g(-) que satisface

ni = g(pi)- (3.6)

En el caso de regresion lineal clasico, la variable respuesta sigue una distri-
bucién Normal (la cual es un miembro de la familia exponencial) y ademads
la funcién liga es la funcién identidad, i.e., n; = u;. La generalizacién es
doble: la respuesta puede venir de cualquier distribucién de la familia expo-
nencial, y la funcién liga puede ser cualquier funcién mondétona diferenciable

que respete los posibles valores que puedan tomar ambas componentes.

La importancia de la funcién liga recae en que ésta relaciona el predictor
lineal n con la media i de los datos y. Un caso especial de funciones liga
ocurre cuando

0=n,

donde 6 es el parametro canénico definido en . Si dicha relacién ocu-
rre, la liga en cuestion se llama liga candnica y tiene la propiedad de que
garantiza la existencia de una estadistica suficiente para [, es decir, una
funcidn tal que la probabilidad condicional de los datos dada dicha funcién
no depende de los pardmetros .

Sin embargo es claro que algunas restricciones deben existir sobre la funcién
liga en general; particularmente hay que cerciorarse de que verdaderamente
haga sentido igualar n y g(u). Por ejemplo, si la distribucién en cuestién
tiene media estrictamente positiva pero el predictor lineal puede tomar va-
lores negativos, claramente la funcién liga no puede ser la identidad (como
es el caso del modelo Poisson). En particular puede ocurrir que la misma
liga candnica no se pueda utilizar. A pesar de que utilizar una liga candni-
ca lleve a un modelo con propiedades estadisticas favorables, no se debe
sacrificar la validez del modelo en favor de dichas propiedades. La Tabla
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muestra algunas de las ligas canénicas méds comunes.

Distribucién | Liga canénica
Normal =pu
Poisson n = log(\)
Binomial n = log (1%))
Gamma n= —i

Tabla 3.1: Algunas distribuciones importantes con sus respectivas ligas

candnicas.

3.3. Modelo

En resumen, los modelos lineales generalizados estdn caracterizados por
tres componentes.

= Componente aleatoria: se tiene una serie de variables aleatorias Y7,
Yy, ..., Y, independientes provenientes de la familia exponencial, cada

una con media ;.

= Componente sistematica: para cada una de dichas variables Y; se tiene
un vector de covariables x; = (21, ..., Zip) que da lugar al predictor
lineal,
ni = Bo + Bisi(@i) + - + Bpsp(@i).

= Funcién liga: Las componentes aleatoria y sistematica se relacionan
mediante una funcién liga g, de forma que

ni = g(s)-

3.4. Estimacion de los parametros

Si bien hasta ahora se ha seguido de cerca el planteamiento propuesto por
McCullagh y Nelder (1983)), la estimacion de los pardmetros discutida por
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ellos se presenta desde una perspectiva clasica, no Bayesiana. Para este
tema se seguiran el articulo de|Gelfand y Gosh| (2000) y las notas de Nieto
(2017).

Consideremos una coleccién de variables aleatorias independientes Y7, ..., Y,
cada una proveniente de la familia exponencial, es decir, tales que

y0i — b(0;)
a(i)

Supondremos que el pardmetro de dispersion, ¢;, es conocido para cada i.

fY7,(y|017¢’L) :eXp{ +C(y7¢l)}a 1= 177”

En el contexto de los modelos lineales generalizados supondremos ademas
que las componentes sistematica y aleatoria se relacionan mediante la liga
canénica y que las funciones s1, ..., s, del predictor lineal son tales que

0; = ni = Po + Przit + -+ - + BpTip.

Se definen por simplicidad y = (y1, ..., yn)T v 8= (Bo, .-, Bp)T . En ese caso,
la funcién de verosimilitud del modelo es de la forma

L@ 1) =exp § 3 [ W 4 ey (3.7
i=1 ¢
o, alternativamente,
— yini — b(n;
L(B|y) xexp{ Y W (3.8)
i=1 v

Desde la perspectiva clédsica los parametros del modelo se estiman via maxi-
ma verosimilitud. En el enfoque Bayesiano se recurre al proceso de aprendi-
zaje mencionado en el Capitulo 2] Las cantidades desconocidas del andlisis
son los parametros del modelo, 8 y, en algunos casos, el parametro de dis-
persién ¢; a dichas cantidades se les debe asignar una funcién de densidad
inicial p(3, ¢) y, utilizando el Teorema de Bayes, se debe encontrar la fun-
cién de densidad final p(3,¢|y). Finalmente, dependiendo la funcién de
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pérdida en cuestion, se debe resolver el problema de inferencia relevante
minimizando la pérdida esperada, calculada con base en la distribucion fi-
nal.

De nuevo suponiendo ¢; conocido para cada i, una eleccién comun para
la distribucién inicial de § (Gelfand y Gosh, 2000; Nieto, 2017)) es una
distribucién N (bg, Tp), es decir,

p(B) = N(B1bo, To)

xexp {500 W"T(3 - )} (3.9)

En ese caso la distribucion final es

p(Bly) o< L(B|y)p(B)

“~ yini — b(m;) TPy Sy
X exp ; en exp{ 2(5 bo)" T(5 bo)}

<o 3o (WS 5w TG ) 10

Si la informacioén inicial que se tiene sobre los parametros S es minima o, por
alguna razén, no se desea incluirla en el analisis, es posible utilizar alguna
distribucién inicial minimo informativa. |Gelfand y Gosh| (2000, Capitulo
2.2) mencionan que una posibilidad es utilizar la distribucién inicial de
Jeffreys,

1/2
p(8) o [1(5)] . (3.11)
donde I(B) es la matriz de informacién de Fisher, (3.13]).

Es necesario recordar que, como se menciond en el capitulo anterior, el
calculo de la distribucion final tiende a ser sumamente complicado; en mu-
chos casos puede no existir siquiera una forma analitica cerrada para ésta.
Los métodos computacionales Bayesianos juegan un papel central en el
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andlisis Bayesiano de los modelos lineales generalizados, ya que permiten
obtener una muestra de la distribucién final. A partir de esa base se puede
obtener cualquier resumen inferencial de interés (cuya precisién se puede
fijar arbitrariamente).

3.5. Matriz de informacion de Fisher

Un concepto importante para el diseno de modelos lineales generalizados
es el de la matriz de informacién de Fisher para . En general, dada una
muestra aleatoria Y7, ..., Y, proveniente del modelo f(y;|3), la matriz de
informacién de Fisher para 8 se define como

1(8) = —E V(B ly)] . (3.12)

donde ¢(8|y) = log(L(B|y)) es la log-verosimilitud del modelo y V? se
refiere a la matriz Hessiana de esta tultima.

Proposicion 3.5.1. Consideremos un modelo lineal generalizado de n 0b-
servaciones y p covariables en el cual la componente aleatoria y sistemdtica
se relacionan mediante la liga candnica, n; = 0;, y, ademds, el pardmetro
de dispersion ¢; es conocido para cada i. Entonces la matriz de informacion
de Fisher para B estd dada por

I(3) = XWX, (3.13)

donde X es una matriz de n X p cuyo i-€simo renglon es x;, y W es una
matriz diagonal de n X n, donde la i-ésima entrada de la diagonal es

Wi = [Var(yi)}_l (b"(ﬁi))2, 1=1,...,n.

Demostracion. Note que la log-verosimilitud del modelo esta dada por

n

3 10) = 3 |2 4 ol
i=1 !
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El segundo término de la suma no depende de 3 por lo que, al derivar, éste
se elimina. Asi pues,

&~ 1D
o5 = Z e afﬁj(ymi ~b(m))

=1

= ”“"” — V' (m).

Luego,

0% _ i i (ylxlj > Z 771 O\ )Tij
OB;0Bx = OBk \a(¢i) B\ aléi)
La primera suma es cero pues cada uno de los sumandos es a su vez cero:
yixij/a(¢p;) no depende de (). Entonces

%0 Dz
:_Z L8 ().

030y a(e;)

Por lo dicho en la seccién 3.1, Var(y;) = b”(6;)a(¢i). Ademds 6; = n; ya
que se estd utilizando la liga candénica. Multiplicando la expresién anterior
por b”(0;)/b"(6;) obtenemos entonces que

i SR (3.14)
0308y - P Var(y;) v )

Ya que no depende de y; para ninguna ¢, no cambia al tomar valor
esperado, y solo hay que multiplicar por -1 para obtener la expresion co-
rrespondiente a la informacién de Fisher. El resultado se deriva entonces
expresando matricialmente. O

3.6. Algunos modelos lineales generalizados

A continuacién se describirdn tres de los modelos lineales generalizados
mas comunes: la regresion lineal clésica, la regresién logistica y la regre-
sién Poisson. En el caso de la primera, se mencionaran también algunas
distribuciones inicial con sus correspondientes distribuciones finales.
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3.6.1. Modelo de regresion lineal

Supongamos que Y ~ N (,u, 02). Entonces
_% 1
Frlolid) = (210%) " exp{ oLyt 2}

1 1
= exp {_M <y2 —2yp + u2> } exp {—2 log <27r02) }
2

1 2
yp—sp” 1y
= exp 0-722 — 5 (0’2 + log (27T02)>

Esto ya esta en la forma de la Definicién de la familia exponencial,
conf=p, =0’y

2\ ¢

En este caso el parametro candnico resulta ser precisamente 1 y el pardme-

2
a(6) =6, b0) = 16, d%@=—1<y+my%@>.

tro de dispersién no es més que o2. Por otro lado, como|[McCullagh y Nelder
(1983, Capitulo 2.2.2) argumentan, es facil comprobar que

E[Y] =¥ (6)

Var(Y) = b"(0)a(¢),

donde la diferenciacion se toma con respecto a 6.

De esta forma, se puede pensar en la familia de modelos lineales generali-
zados cuya respuesta Y sigue una distribucién Normal. En particular, dado
que 0 = p, podemos pensar en la liga candnica:

n=H.
Generalmente 7 es una combinacién lineal de las covariables, x1,...,zp, ¥
los pardmetros desconocidos, By, B1, ..., Bp, es decir,

p
p=Po +Z/3jﬂ?j-

j=1



3.6. ALGUNOS MODELOS LINEALES GENERALIZADOS 31

Sin embargo, no hemos considerado la componente aleatoria. Dado que
Y ~ N (u,0?), podemos escribir

Y =p+e,

donde £ ~ N(0, 02)E| Esta estructura aditiva de errores no es general ni
compartida con otros modelos lineales generalizados, pero es una de las
caracteristicas que hacen a este modelo particular tan atractivo. Asi pues,
el modelo de regresion lineal toma la forma

p
Y:ﬁg-f—ZBjxj-f—E.

j=1

En la préactica generalmente tendremos un vector de observaciones y =
(Y1, .., yn)T, el cual se puede pensar como una realizacién de Y = (Y1, ..., ¥,,)7,
donde las componentes de Y son variables aleatorias Normales indepen-
dientes, cada una con media p;, i = 1,...,n. Asi pues, si indexamos las
observaciones con 7 y las covariables con j, el modelo de regresién lineal es

P
vi=Po+ > Biwij+ei i=1,..n, (3.15)
=1

donde z;; se refiere a la i-ésima observacién de la j-ésima covariable.
Ademsds, se supone que los errores son independientes y tienen la misma

varianza.

Generalmente se define la matriz de datos como X = (z;;), y se le agrega
una columna de unos a la izquierda. De esta forma, X es nx (p+1), y debe
ser de rango completo. Si 8 = (8o, B1, -, Bp)L ¥ € = (€1,...,&n)T, entonces

podemos escribir (3.15)) como

y=Xp+e. (3.16)

5Se puede pensar que € = Y — pu, lo que hace evidente que es una variable aleatoria
Normal centrada en cero y con la misma varianza que Y.



32 CAPITULO 3. MODELOS LINEALES GENERALIZADOS

A (3.16) se le conoce como modelo de regresién lineal clésico, y es equiva-
lente a decir que

Y ~ Np(XB,0%I,), (3.17)

donde I, es la matriz identidad de dimensién n. Por simplicidad a partir de

ahora se trabajara con la precision en lugar de la varianza, 7 = 0—12 Ademas

se define por facilidad ¢ = p+ 1 (el nimero de pardmetros desconocidos).

Ahora bien, como |Gutiérrez-Penal (2016a) argumenta, la verosimilitud del

modelo (3.17)) estd dada por
L(B.7s ) o 7 2exp { =2 [(8 - AT XX (5 - )+ n6?] |

donde ]
b=(XTX)"'xTy, &%= —(y—Xp)"(y—XB)

son los estimadores de maxima verosimilitud de 8 y o2. As{ pues, dada la
forma de la verosimilitud, una familia de distribuciones iniciales conveniente
es de la forma

p(B,7) =pB|T)p(T) =N <ﬂ | bo, 77130—1) Gamma (7’ ‘ g, g) , (3.18)

donde los hz’perpardmetmsﬁ del modelo son tales que by € R?, By € Myx4(R)
es una matriz simétrica positiva definida y a,d > 0. Esta distribucion se
conoce como Normal-Gamma, y es sumamente popular en el andlisis Ba-
yesiano del modelo Normal, por lo que no debe de sorprender que aparezca
en el modelo de regresién lineal.

Ma&s aun, esta familia es conjugada para S y 7 (Gutiérrez-Pena) [2016a),
Capitulo 3.3). En particular,

ay dp

8u7 ) = (8 ) plr 1) = Ny (8100, B1) G ([ 2, L),

6 Asf llamados porque son los pardmetros de la distribucién inicial del pardmetro.
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donde la actualizacién de los hiperparametros esta dada por

by = (XTX + By) Y (XTy + Byby),

B = XTX + By,

a1 =n+a,

di = (y — Xb1))T(y — Xb1) + (by — bo)" Bo(by — bo) + d.

Finalmente, es posible que quien estd realizando el estudio en cuestién
no tenga conocimientos iniciales, o deseé representarlos como vagos. En
este caso lo idéneo es utilizar alguna distribucién minimo informativa; por
ejemplo, la distribucién inicial de Jeffreys para el modelo (3.17) es

p(B7) x 77, (3.19)

que no coincide con ([3.13)) porque aqui 7 también es desconocido. Note que
(3.19) es una distribucién impropia, y se puede obtener a partir de (3.18)
haciendo a = 0, d = 0 y By = 0. Otra distribucién inicial de referencia es

la obtenida con el método de Bernardo, que da lugar a

p(B,7) T, (3.20)

En (Gutiérrez-Penaj, |2016a, pp. 16-18) se pueden encontrar las formas de
las distribuciones finales para (3.19)) y (3.20]), asi como algunos resultados

para realizar inferencia sobre los parametros de interés.

3.6.2. Modelo de regresion logistica

Supongamos que Y ~ Binom(n, p), donde n € N es conocida pero p € [0, 1]
es desconocido. Entonces, para y € {0,1,...,n},

p(Y =y) = (Z) p!(1—p)"

— exp {ylog (ﬂp) +nlog(l—p) + log (Z) } .
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Asi pues, la distribuciéon binomial pertenece a la familia exponencial de

distribuciones (3.1.1)), con 6 = log (%) ,o=1y

a(¢) =1, b(f) =nlog (1 + ee> , ¢y, ¢) =log (Z)

Notamos que, en efecto,

ef

- nl + e
:np
= E[Y]

v'(0)

et

(14e79)°
= np(1 —p)
= Var(Y).

V(6)a(6) = n

De particular interés es la relacién que existe entre 6 y la media de la dis-
tribucién, p. Esta lleva el nombre de funcion logit, y es popular por su gran
cantidad de aplicaciones. Ademads, note que es una funcién diferenciable,
biyectiva y monétona creciente para valores de p en (0,1). M4s atn, esto
nos dice que la liga candnica toma la forma

n:9:10g<p>.
I—p

También es facil ver que, si se despeja p como funcién de 6,

B 1
P=1reo
Esto quiere decir que el modelo lineal generalizado con distribucién bino-

mial y funcion liga logit es

, (3.21)
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donde 7 = By + B1x1 + - - - + Byx4- Si en particular la variable aleatoria de
interés se distribuye Bernoulli (es decir, Binomial con n = 1), a se le
conoce como modelo de regresion logistica. Note que, independientemente
de los valores que tome 7, la expresiéon del lado derecho siempre pertenecera
al intervalo (0,1), donde debe estar p. Esto quiere decir que la funcién logit
respeta el rango de valores que pueden tomar tanto n como p. En resumen,
el modelo de regresién logistica supone que la relacién entre la media p de
una variable aleatoria Bernoulli y una serie de ¢ covariables 1, ..., 74 esta
dada por

log <1€p> =B+ Pix1+---+ ﬁql'q. (3.22)

3.6.3. Modelo de regresion Poisson

Consideremos una variable aleatoria Y ~ Poisson(A), donde A > 0 es des-
conocido. Luego, la funcién masa de probabilidad de Y es, para y € Zx>,

AN
PY=y)=e AE

=exp{ylog\— X —logy!}.

Asi pues, la familia Poisson pertenece a la familia exponencial de distribu-
ciones, con § =log\, ¢ =1y

a(¢) =1, bO) =€, c(y,¢) =—logy!.

Note también que
E[Y]=X=¢€ =¥(h)

Var(Y) = A = e =" (0)a(¢).

Con toda esta informacién podemos pensar en un modelo lineal generali-
zado cuya respuesta siga una distribucién Poisson. Por lo anterior, la liga
candnica es

n = log u,
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yva que A = u. Despejando la media de la distribucién, obtenemos que
w=-el (3.23)

relacion que se conoce como modelo de regresion Poisson. Particularmente
para el caso en el que se tienen p covariables 1, ..., 2, el modelo de regresiéon
Poisson supone que la relacién entre la media i de la variable respuesta y
las covariables esta dada por

logp = Bo+ frz1 + - + Bpxp. (3.24)

En resumen, los modelos lineales generalizados proporcionan un marco su-
mamente amplio para modelar problemas de practicamente cualquier indo-
le donde interese estudiar el efecto de una coleccién de covariables en una
respuesta aleatoria. Desde que fueron introducidos han sido un objeto de
estudio importante tanto desde el punto de vista tedrico como practico.
Maés atn, es un tema que ha atraido atencién tanto por estadisticos clasi-
cos como Bayesianos. Sin embargo, la vertiente Bayesiana sigue sufriendo
de la complejidad computacional inherente al calculo de la distribucién
final. Como se comentd en el capitulo anterior, hoy en dia siguen desa-
rrollandose algoritmos con el propdsito de aumentar la eficiencia de este
paso crucial del proceso de aprendizaje Bayesiano. En el siguiente capitu-
lo se discutird una de las muchas aplicaciones de este tipo de modelos: el
diseno de experimentos para modelos lineales generalizados.



Capitulo 4

Diseno estadistico de
experimentos

To consult the statistician after an experiment is finished is
often merely to ask him to conduct a post-mortem examination.
He can perhaps say what the experiment died of.

— Ronald Fisher

Para comenzar a discutir sobre disefio experimental es necesario primero
definir qué es un experimento. Si el propdsito de la Estadistica es describir
fenémenos que se manifiestan a través de datos, es de interés explorar como
es que estos se obtienen. En muchos estudios estadisticos quien lleva a cabo
la investigacién simplemente observa los datos y realiza andlisis con base
en estas observaciones. En este tipo de estudios, cominmente denominados
estudios observacionales, no se tiene influencia sobre las variables que afec-
tan la respuesta, bien porque es dificil o imposible cuantificarlas o incluso
porque no es de interés.

Un experimento se diferencia de un estudio observacional porque intenta
tener influencia o control sobre algunas de las variables que afectan al pro-
ceso que da lugar a los datos. Un experimento se lleva a cabo entonces bajo
condiciones controladas, de manera que se pueda estudiar adecuadamente

37



38 CAPITULO 4. DISENO ESTADISTICO DE EXPERIMENTOS
la relacién entre las variables independientes y la respuesta.

Bajo este contexto el diseno estadistico de experimentos se refiere al proce-
so de planeacién de un experimento de manera que se recolecten los datos
apropiados, susceptibles de ser analizados con métodos estadisticos. Por
su naturaleza el disenio experimental se realiza antes de la recoleccion de
los datos, y se ocupa de aspectos como qué tipo de modelo se planteard vy,
con base en él, cudntas observaciones se habran de realizar; qué variables
independientes se medirdn; a qué niveles (si son factores, por ejemplo); asi
como cuantas observaciones hacer por cada variable y nivel. La importan-
cia del diseno experimental recae en que permite extraer la mayor cantidad
de informacién de calidad utilizando los recursos disponibles.

El diseno procura ser 6ptimo y para tal fin se establece un criterio de
optimalidad. De particular importancia son los criterios de optimalidad al-
fabética, los cuales cuantifican alguna caracteristica del disefio. Por ejem-
plo, el criterio de D-optimalidad esta relacionado con el determinante de
la matriz de covarianzas de la matriz de covariables (Box y Draper, 2007,
Capitulo 14.4) y serd estudiado mas adelante.

Como Montgomery| (2012) menciona, el disefio de experimentos ha pasado
por varias etapas, comenzando con el trabajo de Ronald Fisher| (1935) en
las primeras décadas del Siglo XX. Hoy en dia las técnicas del disefio ex-
perimental han sido estudiadas y desarrolladas por diversos investigadores,
siendo ésta una disciplina frecuentemente abordada en diversos programas
de licenciatura y de posgrado. Mds aun, las aplicaciones del diseno de ex-
perimentos han evolucionado, superando por mucho sus origenes ligados a
la agricultura, las aplicaciones discutidas por Fisher. Practicamente todas
las areas cientificas y de ingenieria han realizado experimentos que se be-
nefician del diseno estadistico.

En cuanto al enfoque Bayesiano para el diseno de experimentos, es impor-
tante destacar que éste en general ha tenido un desarrollo mucho més lento
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que el de la contraparte clasica. Esto se debe principalmente a la comple-
jidad tanto matemética como computacional que ocurre en el paradigma
Bayesiano. Si bien con el desarrollo de los diversos métodos computaciona-
les desde los anos 90 se ha logrado sobrepasar esta complejidad, también es
cierto que el avance ha sido menor que el de otras areas de la Estadistica
Bayesiana.

El propésito de este capitulo es plantear el problema de diseno de expe-
rimentos como uno de decision, para asi resolverlo a nivel tedrico con las
técnicas del Capitulo [2] manteniendo por lo tanto un enfoque Bayesiano.
En particular se discutirdan algunas funciones de pérdida populares en la
literatura Bayesiana. También se revisara el método ACE de [Overstall y
Woods| (2016), uno de los métodos mas recientes para encontrar disefios
optimos Bayesianos, tema principal de este trabajo. De esta forma se pre-
tende desarrollar la teoria para que en el capitulo siguiente se resuelvan
algunos ejemplos de problemas de disefio Bayesiano de experimentos.

Si se desea ahondar en alguno de los temas presentados, se recomienda
ampliamente al lector revisar (Box et al., 2005; Montgomery, 2012) para
un panorama general del tema y (Chaloner y Verdinelli, |1995)) para una
versién Bayesiana, asi como la bibliografia ahi citada.

4.1. Diseno Bayesiano de experimentos

Ya que el diseno estadistico de experimentos se realiza antes de recopilar
los datos, es natural utilizar los conocimientos que se tienen relativos al
fenémeno a estudiar. Por lo mismo, el disefio experimental se puede consi-
derar por lo menos implicitamente Bayesiano. Chaloner y Verdinelli| (1995)),
siguiendo la idea de |[Lindley| (1987, pp. 20-21), presentan un enfoque del
diseno de experimentos basado en la Teoria de la Decisién.

La idea del disenio experimental es determinar qué valores de las covariables
(si son continuas) se deben utilizar para obtener los valores de la variable
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respuesta, o a qué niveles si éstas son variables categdricas, usualmente
conocidas como factores. Para retomar la idea de |Lindley| (1987) y |Chalo-
ner y Verdinelli (1995), en este trabajo se supondré que tanto el nimero
de covariables como el de observaciones a registrar ya estan determinados
y, més aun, que las covariables ya estan fijas. Esto quiere decir que no
se abordara el tema de seleccion de modelos, aunque éste generalmente
es una parte importante del disefio experimental (ver |Montgomeryl 2012).
Maés atn, también se supondra que el modelo que se utilizara después de la
recoleccion de datos es un modelo lineal generalizado. Esto tampoco suele
ser asi: muchas veces se realizan experimentos preliminares para determi-
nar el tipo de modelo més conveniente (por ejemplo si hay interacciones
o términos de orden alto) y se realizan pruebas de bondad de ajuste para
posteriormente disefiar el experimento. Sin embargo, para efectos de esta
tesis, se supondrd que se conocen qué variables se utilizaran y el tipo de
modelo. Lo tinico que se debera determinar son los valores que tomaran las
covariables, x.

Supongamos que nuestro experimento involucra p covariables y que el ta-
mano de muestra permitido es de n observaciones (usualmente llamadas
ensayos), donde tanto n como p son fijos y conocidos. La i-ésima obser-
vacion sera y;, la cual serd registrada en las condiciones definidas por los
valores x; = (%1, T2, ..., :U,-p)T € X C RP de las covariables después de rea-
lizar el experimento; por esto ultimo 1, ..., ¥, se supondran desconocidas.
Un diseno x = {z1, ..., x,} € H se refiere a la coleccién de todos los valores
que toman todas las covariables; son estos valores los que se desean deter-
minar. La matriz de disefio de un experimento x se define como X = (z;;),
donde 7 indexa las observaciones y j las variables. Dicho disenio ocasionara
que se observen los datos y = (y1,...,n)’ € V. Ademds se supondré que y
tiene funcién de probabilidad generalizada p(y | 0,x), donde el parémetroﬂ
6 € © tiene distribucién inicial p(f). En este trabajo se supondré que y
es una observacién de una variable aleatoria Y perteneciente a la familia

'Puede ser un pardmetro de varias dimensiones.
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exponencial de distribuciones.

Una manera de identificar los distintos elementos del problema de decisién
es refiriéndose a su correspondiente arbol de decisién. En el caso del diseno
experimental éste toma la siguiente forma:

oY o oV nixyde

D/ plylx) 0]y )

Figura 4.1: Arbol de decisién para un problema de diseno experimental.

El 4rbol de decisién es similar a aquel introducido en el Capitulo
pero considera no solo la incertidumbre sobre los valores del parametro
sino también la referente a la obtencién de los valores de la variable res-
puesta, y. El segundo nodo de decision se refiere al tipo de descripcion del
fenémeno que se hara. Si se decide realizar una estimacién por regiones en-
tonces d se referird a los extremos del intervalo, por ejemplo. Note que las
consecuencias se estudian con la funcion de pérdida [, la cual depende del
diseno elegido, los datos que se observaron, la descripcién que se realizard
del fenémeno, y los valores del parametro. Esta funcion debe reflejar ade-
cuadamente los objetivos del experimento (e.g. obtener la mejor prediccién
o minimizar la varianza de los estimadores).

Ahora bien, el hecho de que la funcién de pérdida dependa de d amerita
mayor discusién. Como se mencioné en el Capitulo [2] en la practica ge-
neralmente se hacen multiples resimenes inferenciales de la distribucién
final. En ese caso tendria que encontrarse un disefio 6ptimo por cada uno
de dichos resimenes, lo cual no es deseable. Una manera de darle la vuelta
a este problema es pensar que se debe encontrar el diseno éptimo no pa-
ra un problema de inferencia, sino para cualquiera. Es decir, la funcién de
pérdida no debe depender del tipo de descripcién que se haga del fenémeno,
sino de los elementos que mejor cuantifican la incertidumbre posterior que
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se tiene sobre el parametro 6. Por lo tanto en este trabajo se supondra que
l(x,y,d,0) = I(x,y,60), donde esta ultima se interpreta como la pérdida
derivada de escoger el diseno x que dio lugar a los datos y y considerando
el valor @ del parametro, independientemente de qué tipo de descripcion d
del fenémeno se desee hacer.

Como se discutié previamente, se desea determinar cudl es el diseno 6pti-
mo, x*. Dicha optimalidad debe determinarse con base en (i) la funcién
de pérdida I(x,y,0) y (ii) la distribucién que describe la incertidumbre del
tomador de decisiones. Esta incertidumbre proviene de dos fuentes: de la
incertidumbre sobre los valores de y que se observaran, la cual se cuantifica
con p(y|x); y de la incertidumbre sobre el verdadero valor del parametro
0, la cual se cuantifica mediante p(0|y,x) (que corresponde a la distribu-
cién final de 6). Entonces la distribucién que describe la incertidumbre del
tomador de decisiones esta dada por

p(0,y1x) =p(y|x) p(0|y,x).

Asi pues juntando todo lo anterior tenemos que la pérdida esperada de un
diseno cualquiera x € H es

Du(x) = E [i(x, 9,0 // x,4,0) p(6,y | x) do dy.

Luego, el disefio éptimo x* es aquel que minimiza P,

X" = argmin// x,y,0)p(0,y|x)db dy. (4.1)

xEH

En principio esta es la solucién del problema de disefio de experimentos con
los supuestos previamente mencionados. Sin embargo claramente hay algu-
nas observaciones que realizar. En primer lugar, la eleccién de la funcién
de pérdida o utilidad es un tema sumamente delicado. No hay un consenso
sobre una eleccién idénea, aunque en la literatura existen diversos articulos
dedicados a discutir las opciones mas populares. Se ahondara en este tema
mas adelante.
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Por otro lado, hay que resaltar de nuevo la complejidad computacional
en el célculo de la pérdida esperada en (4.1]). Como Woods et al| (2017)

mencionan, existen algunos problemas que se presentan en la practica:

a) La evaluacion de la funcién de pérdida [ puede ser sumamente compli-
cada, ya que puede depender de la distribucién final de 6; en muchas
ocasiones solo es posible obtener valores de ésta numéricamente, e
incluso en ese caso hacerlo no es trivial.

b) Las integrales en tienden a ser de dimensién alta (la dimensién
del pardmetro mas el nimero de observaciones), por lo que su calcu-
lo se debe realizar con métodos numéricos ingeniosos y que logren
sobrepasar la maldicion de la dimension[?]

Esto eleva la dificultad del cdlculo de la solucién, y es una de las razones por
las que el diseno experimental desde un enfoque Bayesiano no ha ganado
la popularidad del enfoque clasico. En particular, hasta recientemente no
se habia notado un avance importante en este tema por sobre los métodos
explicados por (Chaloner y Verdinelli (1995).

4.2. Funciones de pérdida

Hay una gran variedad de funciones de pérdida que se utilizan cominmente
para problemas de diseno experimental (ver |Chaloner y Verdinelli, 1995|
Capitulos 2.2, 2.4, 2.5). Para propésitos de esta tesis se estudiaran dos en
particular. La primera es la pérdida de auto-informacion (SIL por sus siglas
en inglés), definida como

ZSIL(X, Yy, 9) = log <p(;)](§)x)> . (4.2)

Un disefio 6ptimo bajo dicha funcién de pérdida se llamara SIL-6ptimo.
Siguiendo a Woods et al., por simplicidad se define la pérdida esperada

2En el contexto de estimar integrales numéricamente, la maldicién de la dimensién
se refiere a que, conforme aumenta la dimensiéon de la integral a estimar, el trabajo
computacional incrementa exponencialmente.
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como

By () = /y [ 1o (p(ep(?x)) pO.y|x)dody.  (43)

Un diseno SIL-6ptimo es entonces aquel que minimice la pérdida esperada

Dgr.

La segunda pérdida que se estudiara es similar a lgry,, pero sin considerar
la distribucién inicial de 6:

1
Ip(x,y,0) =log [ ———
p(x.y.6) g<p(9|y7x)

Asi pues, la pérdida esperada a minimizar es

)pw,y\x). (4.4)

B (x) = /y /@ log <p(0|1yx)> (0, | %) do dy. (4.5)

Las pérdidas esperadas (4.3]) y (4.5) merecen mayor discusién, para lo cual
primero se enunciard una definicion.

Definicién 4.2.1 (Divergencia de Kullback-Leibler (1951)). Sean p(x)
y q(x) densidades de probabilidad. Entonces la divergencia de Kullback-
Leibler de ¢ respecto a p es

q(x)

K(allp) = [ ato) og (427 (1.6
La divergencia de Kullback-Leibler cuantifica la pérdida derivada de apro-
ximar ¢(z) con p(x), y estd intrinsecamente relacionada con la teoria de la
informacién (Kullback y Leibler} [1951). |Bernardo y Smith (2000, Capitu-
los 2.7.3 y 2.7.4) argumentan que, en el paradigma Bayesiano, esta diver-
gencia puede utilizarse para cuantificar la discrepancia entre la distribu-
cién inicial p(#) y la distribucién final p(f|y). En ese caso la divergencia
de Kullback-Leibler cuantifica la cantidad de informacién obtenida por ac-
tualizar la distribucion de 6 derivado de haber observado datos y.
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La idea de utilizar esta divergencia como medida de ganancia en informa-
cién es incluso mas general. Como ejemplo, Bernardo| (1979b)) emplea esta
idea para desarrollar un método que permita construir distribuciones ini-
ciales minimo informativas. Su idea consiste en pensar en la distribucién
final como fija y encontrar la distribucién inicial que maximice la diver-
gencia de Kullback-Leibler de ambas, pues esto implicaria que la cantidad
de informacién obtenida al pasar de la distribucién inicial a la distribucién
final fue maxima. Esto se puede interpretar como que los conocimientos
iniciales reflejados por la distribuciéon inicial eran tan vagos que los datos
tuvieron un impacto maximo en dichos conocimientos.

No estd de maés resaltar la relevancia que la divergencia de Kullback-Liebler
tiene en la Estadistica, y particularmente en el paradigma Bayesiano. Hay
un sinfin de literatura que explora con mayor profundidad las nociones pre-
viamente discutidas, y muchas otras. Particularmente se recomienda revisar
Bernardo| (1979a); Bernardo| (1979b)); [Bernardo y Smith| (2000); Kullback
y Leibler| (1951) y la bibliografia ahi citada para mayor informacién al res-
pecto.

En el contexto de diseno Bayesiano de experimentos, la divergencia de
Kullback-Leibler entre la distribucién inicial y la distribucion final de 0 es
entonces

K013 190) = [ 108 ("0 ) o gy a. 4

o p(9)

La expresion cuantifica la pérdida que se sufre al utilizar la distri-
bucién inicial, p(f), en lugar de la distribucién final, p(6 | y,x), después de
haber observado datos y obtenidos bajo las condiciones definidas por los
valores de x. Puesto que en el caso de disefio experimental los datos y no
han sido observados, puede pensarse en calcular el valor esperado de dicha
expresion con respecto a p(y | x), obteniendo asi

Ep(ypx) [KL(p(0 ] y,%) || p(6) // ( b1y, x )>p(0,y|x)d0dy,

(4.8)
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donde se utiliza el hecho de que p(0,y|x) = p(0 ]y, x) p(y | x). Esta expre-
sién es la que Bernardo| (1979a) denomina la informacidn esperada acerca
de 0 obtenida al haber utilizado el diseno x.

Una estrategia es utilizar la esperanza como funcion de utilidad con el
proposito de maximizar la informacién obtenida al pasar de la distribucién
inicial a la distribucién final de #. Para continuar trabajando con funciones
de pérdida es posible multiplicar esta expresion por -1, lo cual se refleja
cambiando el orden del numerador y el denominador dentro del logaritmo
para obtener entonces

Bon ) = [ [ o (Z)(;)(j)}c)) pOy|x)dody.  (49)

Asi pues minimizar la pérdida esperada es equivalente a maximizar
la divergencia esperada de Kullback-Leibler entre las distribuciones inicial
y final de 0. Alternativamente, dado que la distribucién inicial p(f) no
depende del diseno x, puede pensarse en omitir este término y obtener la
pérdida esperada

B (x) = /y /@ log <p(0|1yx)> (0, |x) do dy. (4.10)

Un diseno éptimo bajo dicha funcién de pérdida se conoce como D-épti-
mo; en general, dicha funcién da lugar a la D-optimalidad Bayesiana. El
nombre se debe a la similitud con la contraparte clasica, la cual también
cuenta con su propia D-optimalidad. En ese caso el criterio de optimalidad
es minimizar el determinante de la matriz de informaciéon de Fisher del
modelo, , que da lugar a la minimizacién de la varianza. Chaloner y,
Verdinelli (1995)) argumentan que, en el caso de regresiéon normal clasico,
la D-optimalidad Bayesiana es equivalente a minimizar el determinante de
la matriz de informacién de Fisher del modelo, més la matriz de precisién
inicial de 6.

Existen otras elecciones de funciones de pérdida que dan lugar a distintas
familias de optimalidad alfabética similares a las de la contraparte clasica.



4.3. METODO ACE 47

Estas son revisadas con mayor detalle por (Chaloner y Verdinelli, 1995,
Capitulo 2.3).

4.3. Método ACE

Si bien la teoria detras del disefio Bayesiano de experimentos ha sido estu-
diada desde hace varias décadas, el desarrollo de métodos computacionales
eficientes que permitan encontrar disenos que satisfagan ha avanzado
poco, por lo menos hasta afios recientes. Por lo general se conocian solu-
ciones a casos con caracteristicas particulares. Sin embargo en los iltimos
anos se ha logrado abordar, por lo menos en parte, este problema.

Overstall y Woods| (2016]) proponen su método de intercambio aproximado
de coordenadas (ACE por sus siglas en inglés), que logra encontrar di-
senos 6ptimos para una gran variedad de problemas de disefio experimen-
tal. Ademas tiene la ventaja de no remontarse a estimaciones asintéticas
de la distribucion final o de la funcién de pérdida. La idea general es que el
usuario ingrese un disefio inicial, cuyas entradas seran recorridas una por
una, decidiendo en cada iteracién si la entrada en cuestion debe o no ser
cambiada y, en tal caso, por qué otra cantidad.

Consideremos el problema de diseniar un experimento de n ensayos y p co-
variables, donde tanto n como p se consideran fijas y conocidas. La matriz
de diseno X = (z;;) es entonces de dimensién n x p; el algoritmo ACE
recorrerd cada una de sus np entradas como sigue. Para cadat=1,...,ny
Jj=1,...,p, sea x;;(x) el diseno igual a x pero habiendo sustituido la ij-ési-
ma entrada de x por x € Xj, el espacio muestral de la j-ésima covariable.
Considere ahora la pérdida esperada asociada a este diseno, la cual deno-
taremos por ®;;(z | x) para enfatizar el hecho de que se esta partiendo de
un diseno original x. Se esta pensando a la pérdida esperada como funcién

solo de la coordenada ij-ésima del diseno.

El método ACE intenta minimizar ®;;(x | x) para cada i y j. Esto es, dada
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una entrada de la matriz de diseno el método propone pensar en las demas
entradas del disenio como fijas y luego encontrar el valor de dicha coorde-
nada que minimice la pérdida esperada de todo el diseno. En principio ello
se lograrfa determinando analiticamente la forma funcional de ®;;(x | x), y
posteriormente minimizando dicha funcién (ya sea analiticamente o numéri-
camente) para cada entrada. Esto es practicamente imposible de realizar
por la complejidad analitica de la pérdida esperada: manipular ®(x) para
obtener ®;;(x | x) para cada i, j y = no es factible.

La forma en la que el método supera esta complicacion es escoger, para cada
1,7, m puntos distintos z1, x3, ..., tym € Xjﬁ Con ellos se obtienen m aproxi-
maciones de Monte Carlo a la pérdida esperada, ®;;(z1|x), ®;;(x2 |X), ...,
®;; (x| x), mediante

N
Qx| x) = Z xij (1), Yk, Ok), L =1,...,m. (4.11)
k:

Aqui, x;;(z;) se refiere al disefio original pero habiendo cambiado la ij-
ésima entrada por x;, | = 1,....m, (yr,0r) ~ p(f,y|x) y N es grande
(usualmente alrededor de 20,000). Para generar el vector (y,6) se aprove-
cha el hecho de que p(6,y|x) = p(y|60,x)p(0|x), y ambas distribuciones
son totalmente conocidas. Mas detalles sobre este tipo de estimaciones se
pueden encontrar en el Apéndice [A]

De esta manera para cada entrada i, j del disefio inicial x se tienen m pares
{xl, D, (2 |X)};n Con ellos es posible estimar ®;;(x | x) mediante algin
modelo estadistico. Particularmente Overstall y Woods| (2016 proponen
emplear un modelo de regresion de proceso Gaussiano, el cual deriva en
una estimacién @ij(:t:lx) denominada emulador Gaussiano que pretende
realizar una interpolacion estadistica de los puntos. Esto se discute con
mayor detalle en el Apéndice [B] aunque por el momento basta decir que el

3Overstall y Woods| (2016) dividen X; en m intervalos y escogen aleatoriamente un
punto dentro de cada uno de ellos.
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método logra asi estimar, para cada entrada ¢, 7, la pérdida esperada como
funcién de dicha entrada, ®;;(z |x).

Habiendo obtenido la estimacién éij(x |x) para i,j el siguiente paso es
encontrar aquella x € X; que la minimice. Para este propdsito |Overstall y
Woods| (2016) proponen generar 10,000 puntos uniformemente espaciados
en X; y escoger aquel que minimice éij(x | x). De esta forma se obtiene x*
para cada entrada ¢, j del disefio inicial.

Como los autores discuten no es sensato simplemente reemplazar x;; por
¥, puesto que la obtencion de esta tultima esta sujeta a errores en la es-
timacién de Monte Carlo y en el ajuste del emulador. Sin embargo
tampoco es factible emplear métodos que verifiquen la bondad de ajuste
del modelo de proceso Gaussiano para cada ¢, j, pues esto incrementaria
drasticamente el costo computacional del método. Por ello para minimi-
zar estos errores se realiza un procedimiento de aceptacion/rechazo, cuyo
pseudocddigo se encuentra descrito més adelante en el Codigo

Bésicamente (Overstall y Woods)|, 2016, pags. 4, 6) llevan a cabo una prueba
de t de Student para determinar si la diferencia entre ®;;(z* |x) y ®(x) es
significativa. Particularmente los autores proponen lo siguiente:

1. Simular B observaciones independientes de p(y,0|x;;(z*)) y obte-
ner a partir de ellas B estimaciones de ®;;(x |x), denominadas My,
My, ..., M.

2. Simular B observaciones independientes de p(y, 6 | x) y obtener a par-
tir de ellas B estimaciones de ®(x), denominadas Oy, Oy, ..., Og.

3. Suponer que My, ~ N (par,0%) v Ox ~ N(po,0?) para cada
k=1,2,..,B.

4. Obtener

(4.12)

Qv
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donde

a) M = %Zle M,y O = % S5 O}, son las medias muestrales

de las observaciones simuladas M y O, respectivamente.

b) 6% = L [Zle(Mk - M)? + Zle(Ok - 0)2} es la varianza

2B-2
muestral combinada (pooled variance en inglés) de las observa-
ciones simuladas.

5. Calcular
p=PU>T), (4.13)

donde U ~ t(QB—Q)'

6. Actualizar el disefio inicial x al disefio modificado x;;(2*) con proba-
bilidad p.

La ecuacion es casi igual a la variable pivotal empleada para gene-
rar un intervalo de confianza de la diferencia de medias de dos muestras
independientes provenientes de un modelo normal, con varianza igual y
desconocida. La diferencia radica en que aqui no se incluye la diferencia de
las medias poblacionales en el numerador, como si se supusiera que ésta es
cero. Sin este supuesto, dicha variable pivotal seguiria una distribucién ¢t
de Student con 2B — 2 grados de libertad. Lo que los autores pretenden es
dar por cierta la hipétesis de igualdad de medias, en cuyo caso la variable
pivotal mencionada se convierte en el estadistico de la ecuacién (4.12)), y
obtener la probabilidad de que la media de las observaciones simuladas del
disefio modificado M sea menor que la del disefio original O. Posteriormen-
te se actualiza el diseno precisamente con dicha probabilidad.

En esencia ese es el método ACE. El usuario ingresa un diseno inicial,
el método recorre cada entrada de éste y encuentra cudl es el argumen-
to dentro del espacio muestral de la covariable en cuestiéon que minimiza
la pérdida esperada del disefio completo. Esto se realiza aproximando la
pérdida esperada como funcién de la entrada en cuestiéon via un emulador
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y minimizando este ultimo. Finalmente se emplea un algoritmo de acepta-
cién/rechazo basado en una prueba ¢ para diferencia de medias para decidir
si cambiar la entrada original por la nueva.

Cabe mencionar que la convergencia del método se determina en el mis-
mo espiritu que el utilizado para los métodos MCMC. En particular se
utilizan andlisis graficos que comparan el nimero de iteracién con alguna
aproximacion a la pérdida esperada del diseno en cuestion, Cf'(x) Dicha
aproximacion generalmente se obtiene mediante métodos de Monte Carlo;
por ejemplo, siguiendo la notacién de la seccién anterior, se puede estimar

w6 = [ [ 16,0000,y |x)d0 dy
yJje
con la ecuacién (4.11]).

El Cédigo muestra los pasos bésicos del método ACE, y fue tomado de
(Woods et al., 2017)E| Este método serd utilizado para encontrar disenos
optimos para algunos ejemplos en el Capitulo [5, donde se ejemplificard su
implementacién y se determinard la convergencia a la solucién.

Input : Disefio inicial x = (x;;) de tamafio n X p.
Enteros positivos Q y B
Output: Disefio ®-éptimo

repeat{ # Hasta convergencia
for (i in 1:n)
for(j in 1:p)
Genera () puntos zi,..,zQ en AX; CR
for(k in 1:Q)
Evalia &;;(zy|x) mediante una aproximacién de Monte Carlo
1D con una muestra de tamafio B

SOOI UU = WN -

—_

11 end

12 Construye un emulador unidimensional ®(z) utilizando la
ecuacidn

13 Encuentra & = argmingcy, ®(zr) generando 10,000 puntos

uniformemente distribuidos en X]-

4En el algoritmo se emplea Q en lugar de m. para tener consistencia con el algoritmo
de aceptacién/rechazo.
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14 Encuentra p=p(x,%) utilizando el Cédigo
15 Define X;; =% con probabilidad p

16 end

17 end

18 | ¥

Cédigo 4.1: Método de intercambio aproximado de coordenadas (ACE),
propuesto por |Overstall y Woods| (2016).

Input : Disefio actual x = (x;;)
Coordenada propuesta &
Entero positivo B
Output: Probabilidad p de aceptacién de la nueva coordenada

YO W N~

Define x, como el disefio obtenido al reemplazar la ¢j-ésima
entrada de x con %
7 | for(x in 1:B)

8 Genera 6 ~ p(f)

9 Genera y1 ~p(y|0,%p) ¥ y2 ~p(y|0,x)
10 Define My =1(Xp,y1,0) y O =1(x,y2,0)
11 end

12 | supén que My ~N(unr,02) y Op ~N(po,0?)
13 Considerando Mj,...., My y O1,...,0r como si fueran datos, calcula p
con la ecuacién (4.13)

Cédigo 4.2: Algoritmo de aceptacién/rechazo utilizado para encontrar la
probabilidad de aceptacion de la linea 14 del Cc’)digo tomado de (Woods
et al., |2017).

4.4. Comentarios finales

El enfoque Bayesiano es idéneo para el problema de diseno experimental,
ya que este 1ltimo se puede plantear de manera natural como un problema
de decisién. Por lo mismo, es posible encontrar en forma genérica la solu-
cién de cualquier problema de esta indole. Sin embargo ésta involucra el
calculo de funciones de pérdida que suelen ser sumamente complejas y de
integrales de dimension alta. Es por ello que la investigacion de disefio Ba-
yesiano de experimentos en anos recientes ha estado enfocada a encontrar
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métodos numéricos que permitan sobrepasar estas complicaciones.

El método ACE es una de las mads recientes de estas alternativas. La com-
plejidad del algoritmo es evidente, pues combina y adapta una variedad de
herramientas estadisticas, como el contraste de hipdtesis para diferencia de
medias y los modelos de regresién de procesos Gaussianos. Sin embargo,
en el fondo éste simplemente trata de determinar, entrada por entrada, si
las coordenadas del disenio inicial se pueden mejorar.

Algo que se debe de notar es la enorme cantidad de argumentos iniciales
que recibe dicho método (X,B,Q,B, la funcién de pérdida, las distribu-
ciones iniciales de los parametros desconocidos). Ello significa que no solo
el método es sofisticado en si, sino que implementarlo también lo es. Esto
se hara evidente en el proximo capitulo, pero establece el dificil acceso a
algoritmos de punta que permitan encontrar disenos 6ptimos con mayor

flexibilidad.
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Capitulo 5

Implementacion de disenos
Bayesianos para modelos
lineales generalizados

To find out what happens when you change something, it is
necessary to change it.

— Box, Hunter y Hunter, Statistics for Experimenters (2005)

En capitulos anteriores se han discutido los fundamentos de la Teoria de
la Decision, los modelos lineales generalizados, y la solucién tedrica del
problema de disefio experimental. Estos tres temas se pueden conjuntar
para dar lugar al diseno Bayesiano de experimentos para modelos lineales
generalizados, el cual se ejemplificarda en este capitulo. Como se discutié
previamente, la implementacién computacional puede ser compleja y no
ha sido sino hasta en afios recientes (Overstall y Woods, 2016|) que se ha
logrado atacar satisfactoriamente problemas en esta rama.

El proposito de este capitulo es abordar dos problemas de diseno expe-
rimental tomados de Woods et al| (2017). En ambos casos se replicardn
los resultados, pero ademas se modificaran factores como las distribucio-

55



56 CAPITULO 5. IMPLEMENTACION DE DISENOS BAYESIANOS

nes iniciales y la funciéon de pérdida para estudiar el impacto que tienen
en el disenio 6ptimo. La optimizacién de la pérdida esperada (4.1)) se hard
utilizando el paquete acebayes de R (Overstall et al., [2017).

5.1. Diseno para modelo de regresion logistica

La distribucién Bernoulli se utiliza para describir el comportamiento de
respuestas binarias, es decir, que solo tomen dos valores: 0 (fracaso) y 1
(éxito). Esta distribucién ha sido muy estudiada debido a la gran variedad
de fenémenos que satisfacen esta caracteristica. La familia de modelos linea-
les generalizados que utilizan una respuesta binaria son de especial interés.
En particular el modelo de regresiéon logistica, derivado en el Capitulo
es muy utilizado en la practica por las propiedades estadisticas inherentes
a utilizar la liga candénica en un modelo lineal generalizado.

Woods et al.| (2006]) encuentran el disenio 6ptimo para un ejemplo industrial
en el que una empresa de tecnologia alimentaria queria empaquetar papas
en un ambiente de atmosfera protegida, con el objetivo de incrementar la
vida ttil de éstas. El experimento estudiaba el efecto de p = 3 covariables—
concentracién de vitaminas en el sumergimiento de pre-empacado, 1, y
los niveles de dos gases en la atmésfera protectora, xo y xs—en diversas
variables binarias, entre las que se encuentra la presencia o no de liquido
en el paquete después de 7 dias. El experimento consta de n = 16 ensayos.

En (Woods et al.,2017)) los autores retoman el ejemplo del empaquetado de
papas. Para ello suponen que la relacién que existe entre la respuesta y las
covariables se puede describir mediante un modelo de regresién logistica.
Sea Y; ~ Bernoulli(7(z;)) la respuesta del i-ésimo ensayo del experimen-
to con valores x; = (xil,xiQ,wig)T de las covariables, ¢ = 1,2,...,16. Los
autores suponen que el predictor lineal 1 estd dado por

3 3 3
ni=Po+ > Bimij+ > Y BindijTin- (5.1)
=1

=1 k=j
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Aqui, Bo, ..., B3, B11, P12, ..., B33 son los coeficientes (desconocidos) a ser esti-
mados después de la recoleccién de los datos. Note que, si bien el predictor
lineal ya incluye términos cruzados, llamados también interacciones, éste
sigue siendo lineal en los pardmetros.

De esta forma el modelo propone

1

Trem 52

m(x;) =

0, alternativamente,

log <1 _( > Bo + Z B]-Tz] + Z Z szxwxzk (5'3)

Jj=1k=j

Recordemos que el objetivo es encontrar los valores de 1,22 y x3 (16 de
cada uno de ellos) que deriven en un diseio 6ptimo, donde la optimalidad
es resultado de la funcién de pérdida utilizada (la cual se comentard mas
adelante). Tanto n = 16 como p = 3 son fijos.

Con el propésito de ilustrar el funcionamiento del método, los autores asu-
men distribuciones iniciales uniformes independientes para los pardametros
del modelo; en particular,

B, B2 ~ U(2,6),

) (5.4)
50,B3aﬁjk ~ U(—2,2) para ]7k = 1a273'

Ademas el espacio de valores que pueden tomar las covariables considerado
por los autores es

X =[—1.2872,1.2872] x [—1.2872,1.2872] x [—1.2872,1.2872],

abreviado [—1.2872,1.2872]3.

Se replicaron los resultados obtenidos por los autores utilizando el método
previamente mencionado, asi como los pardmetros que proponen Woods
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et al. Estos son B = 1,000 y @ = 10 en el método ACE (Cddigo |4.1))
y B = 20,000 en el algoritmo de aceptacién y rechazo (Cédigo . Se
encontré el diseno D-6ptimo Bayesiano para 16 ensayos, es decir, aquel
diseno que minimiza la ecuacion . La matriz de diseno éptima es

—0.53 0.46 1.29

-1.25 020 1.29
1.28 —-0.14 1.12
0.17 —-1.29 -1.29
1.29 -0.32 -1.26
1.29 -1.29 0.18
1.10 -1.20 -1.29
037 —-1.29 1.29
-1.29 033 -1.29
0.67 —-0.62 1.29
-1.29 129 0.34
-0.14 0.10 -—-0.01
-0.35 127 —-1.29
-1.24 126 —-1.15
—-0.34 1.19 1.29
—-0.20 0.28 —-1.26

X*

Il
—~
ot
(@)
~

Los ntmeros que aparecen como £1.29 en realidad son iguales a +1.2872,
el limite del espacio de disefio, pero se muestran redondeados. Esto nos dice
que el disenio 6ptimo considera utilizar los extremos del cubo de diseno. La
Figura muestra las proyecciones en dos dimensiones de las variables,
asi como la proyeccién en una dimensién en forma de densidad, obtenida
mediante un suavizamiento con un kernel Gaussiano. Esta grafica tiene el
proposito de ayudar a determinar, visualmente, en qué regién del espa-
cio muestral estan concentrados los valores de cada covariable en el diseno
optimo. También se muestra la correlacién entre las covariables derivada de
emplear el diseno 6ptimo. Es interesante observar que la correlacion entre
x3 y cualquiera de las otras covariables es cercana a cero, pero la corres-
pondiente a x1 y x2 es -0.71, un valor alto (en valor absoluto). Ello indica
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que el disenio 6ptimo no considera emplear covariables no correlacionadas.

x1 x2 x3
0.39
0.2 Corr: Corr: .
-0.71 0.0202

0.1+
0.01

hd L
1.0
0.5+ o .

- . Corr: <
0.04 o N}

° -0.017
-0.51 °
-1.01
. i)

L] L ] L] L] L] L] L] L] L]
10 i o L]
0-5_ & L L =
0.0 o . %
-0.59
-1.01

l. [ ] [ oo =

10 -05 0.0 0.5 1.0 -1.0 -05 00 05 1.0 -1.0 -05 0.0 0.5 1.0

Figura 5.1: Se muestran proyecciones en una y dos dimensiones de las tres

variables del modelo de regresion logistica (/5.3]), asi como su correlacion.

Para corroborar la convergencia del algoritmo, la Figura muestra una

aproximacion a la pérdida esperada del diseno en cuestion para cada una

de las iteraciones de éste. Es inmediato observar que la pérdida esperada

es practicamente igual para las ultimas iteraciones, lo que indica que, en

efecto, el método convergié.
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Figura 5.2: Para la regresién logistica (b.3)), se muestran aproximaciones
a la utilidad esperada de los disenos en cada iteraciéon del algoritmo para
corroborar convergencia.

Para bosquejar la complejidad del problema es posible preguntarse qué
forma toma la pérdida esperada. Dado que se encontré el diseno D-6ptimo
Bayesiano, la pérdida esperada que este diseno minimiza estd dada por

Dp(x) = /y [ 1o (W) p(Bry|%) dB dy,

donde B = 51 X S9 x --- x S es el espacio parametral y 5; se refiere al
soporte de 3; (uno de (2, 6) o (-2,2)). Hay dos factores que entran en juego
en este caso: la distribucién posterior de 5 y la distribucién conjunta de

ey.

La distribucién posterior de 3 depende tanto del diseno en cuestién x como
de los datos y que se observaran al realizar el experimento en las condiciones
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especificadas por x. Por lo mismo no es inmediato obtener una expresién
para p(f|y,x), sino que 